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Το Εκπαιδευτικό σύστημαΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤΤοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοο ΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕΕκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκπππππππππππππππππππππππππαααααααααααααααααααααααααααιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεευυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυττττττττττττττττττττττιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιικκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόόό σσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύύσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσττττττττττττττττττττττττηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηημμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμααααααααααααααααααααααααααα
Μοντεσσόρι

για τα Μαθηματικάγγγγγγγγγγγγγγγιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιαααααααααααααααααααααααααααααα τττττττττττττττττττττττααααααααααααααααααααααααααα ΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜΜαααααααααααααααααααααααααααθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηημμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμμααααααααααααααααααααααααααααατττττττττττττττττττττττιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιικκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάά

και η άποψη του ChatGPTκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκκααααααααααααααααααααααααααιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιιι ηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηη άάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάάπππππππππππππππππππππππποοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψψηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηηη ττττττττττττττττττττττττοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοοουυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυυ CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCChhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaatttttttttttttttttttttttGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
============================================================================== Παναγιώτης Π. Χριστόπουλος

α μαθηματικά είναι μάθημα που έχει  κατ’ εξοχήν αυξημένες απαιτήσεις για αφαιρετική
ικανότητα.Με τον τρόπο, που παρουσιάζεται στο σχολείο, δημιουργούνται δυσκολίες στα
παιδιά, με αποτέλεσμα να ταλαιπωρούνται  μαθητές και εκπαιδευτικοί.

Ένα μάθημα, που εκ των πραγμάτων θα έπρεπε να ασκεί την κριτική σκέψη, και να βοηθάει
στην αναγκαιότητα της ανακάλυψης και διερεύνησης σχέσεων, συσχετισμών, συνδυασμών, στο
συμβατικό σχολείο εισάγεται φορμαλιστικά, κατά κύριο λόγο με απομνημόνευση ιδιοτήτων,
αλγορίθμων και αποστήθιση αποδείξεων θεωρημάτων και ασκήσεων. Αποδείξεων, που πολλά
παιδιά, λόγω ακριβώς του λαθεμένου τρόπου προσέγγισης του μαθήματος, δεν μπορούν να
καταλάβουν, να «μάθουν» διαφορετικά, και τελικά, στο βαθμό που μπορούν, τα
απομνημονεύουν , για «να περάσουν την τάξη». Η βασική φιλοσοφία της μεθόδου Μοντεσσόρι
για τα μαθηματικά  είναι επαναστατική. Με κατάλληλο εποπτικό υλικό, τα παιδιά
ξαναεφευρίσκουν τα μαθηματικά. Τα κατανοούν σταδιακά σε βάθος, ακολουθώντας, κατ’
αναλογία, τα διαχρονικά βήματα του ανθρώπου από την άγνοια στην κατάκτηση αυτού του
εργαλείου, που ανοίγει τις πόρτες όλων των επιστημών,  αυτής της τόσο χρήσιμης γνώσης, που
διευκολύνει τη ζωή μας. Στο σύστημα Μοντεσσόρι η «διδασκαλία» των μαθηματικών ξεκινάει
από τις νεαρότερες ακόμη ηλικίες.

Τα μικρά παιδιά μαθαίνουν πρώτα να απαριθμούν με πραγματικά υλικά, (όπως οι
πρωτόγονοι, στις σπηλιές μετρούσαν τους λιγοστούς καρπούς, που μπορούσαν να συλλέξουν)
και δομούν έτσι σιγά-σιγά την έννοια του αριθμού στο μυαλό τους. Στο βαθμό που
αναπτύσσεται η αφαιρετική τους ικανότητα, η τάση τους να δημιουργούν σύμβολα τα οδηγεί
στην καταγραφή αυτών των αριθμών στο χαρτί σαν «σκίτσα» (γραφή), και στην αναγνώριση
αυτών των συμβόλων γραμμένων στο χαρτί (ανάγνωση).  Η δημιουργία συμβόλων είναι
απαραίτητη για την επικοινωνία μέσα στην «ομάδα» και ικανοποιεί την τάση του «ανήκειν σε
ομάδα».

Αυτούς τους αριθμούς, που το παιδί τους μαθαίνει  με τη φυσική απαρίθμηση  μέσω του
εποπτικού υλικού, μαθαίνει και  να τους χειρίζεται να ανακαλύπτει τις ιδιότητές τους,  τους
διάφορους συνδυασμούς, που μπορεί να κάνει με αυτούς (πράξεις) μέσα από καθημερινά
προβλήματα, που η ίδια η ζωή του βάζει για λύση. Και το μυαλό του εκπαιδεύεται να συσχετίζει,
να συνδυάζει, να επεκτείνει, να γενικεύει. Έτσι η κατάκτηση της γνώσης των μαθηματικών
έρχεται αβίαστη και η αναγκαιότητα της χρήσης τους  εμπεδώνεται φυσιολογικά. Σταδιακά, με
την ηλικιακή ωρίμανση του παιδιού, τα συγκεκριμένα αντικείμενα που απαριθμούσε, που
χρησιμοποιούσε για να κάνει πράξεις, δεν του χρειάζονται ποια για να χειριστεί τους αριθμούς,
γιατί έχουν οικοδομηθεί  έννοιες στο μυαλό του και έχει αποκτήσει την ικανότητα να δουλεύει

Τ
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αφαιρετικά. Κάθε ανθρώπινο ον γεννιέται έχοντας «εν δυνάμει» τις μελλοντικές ικανότητές του. 
Το παιδί ωθούμενο από τις δικές του εσωτερικές δυνάμεις έχει ανάγκη να γνωρίσει ό,τι το 
περιβάλλει, αποκτώντας έτσι εμπειρίες που θα το οδηγήσουν στην ομαλή εξέλιξή του. 
Χρειάζεται λοιπόν, ένα περιβάλλον που θα το βοηθήσει να ασκήσει και να αναπτύξει όλες αυτές 
τις «εν δυνάμει» ικανότητες, να κατακτήσει την ανεξαρτησία του αλλά και τη συνεργασία με τα 
άλλα άτομα. Θεμελιώδης όρος του Μοντεσσοριανού συστήματος είναι η δημιουργία αυτού 
ακριβώς του περιβάλλοντος, μέσα στο οποίο το παιδί θα μπορεί να εργάζεται με συγκέντρωση 
και υλικό (δουλειές) που ανταποκρίνεται στο ενδιαφέρον για όση ώρα αυτό παραμένει 
«ενεργό» νιώθοντας έτσι τη χαρά της δημιουργίας. 

Όσο για τα συστήματα αρίθμησης και την αξία θέσης των ψηφίων, που  στο συμβατικό 
σχολείο υπάρχουν μαθητές που  δεν τα κατανοούν ακόμη και στην πρώτη  τάξη του Λυκείου, το 
ειδικό υλικό πνευματικής ανάπτυξης, όπως ονομάζεται το εποπτικό υλικό στο σύστημα  
Μοντεσσόρι, κάνει «θαύματα». 

Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει και με τη γεωμετρία. Μαθαίνει τις ιδιότητές των υλικών 
σχημάτων, να τα χειρίζεται να τα αναλύει σε μικρότερα σχήματα, να τα συσχετίζει (ισότητα, 
ομοιότητα). Συνειδητοποιεί το εμβαδόν των επίπεδων σχημάτων και τον όγκο των στερεών, 
όπως περίπου και οι παλιοί μας πρόγονοι των παραποτάμιων πολιτισμών, που χρειάζονταν τη 
μέτρηση των χωραφιών τους. Στη συνέχεια προχωράει στο πρώτο βήμα προς την αφαίρεση. 
Φτιάχνει «σκίτσα» στο χαρτί, γεωμετρικά αφηρημένα σχήματα. «Διαβάζει» γεωμετρικά 
σχήματα. Και τέλος δομούνται αφηρημένες γεωμετρικές εικόνες-έννοιες στο μυαλό του. 
Αργότερα, στο Γυμνάσιο, στο Λύκειο θα αποδεχθεί  και θα κατανοήσει τη συμβατική αρχή, πως 
τα σχήματα που εξετάζει η γεωμετρία δεν έχουν υλικό, για συγκεκριμένους λόγους 
θεωρητικούς.  Αυτή η αφαιρετική διαδικασία θα του είναι οικεία και διαχειρίσιμη. Το παιδί θα 
είναι έτοιμο να συνειδητοποιήσει  ότι για κάθε καινούργιο που ανακαλύπτει ή επινοεί θα πρέπει 
να βρίσκει αιτιολογία, απόδειξη-επαλήθευση της ορθότητάς του, είτε συγκρίνοντας το με την 
πραγματικότητα  είτε με σύνθετο  συλλογισμό. 

 

Μαθαίνει ακόμη να συνδυάζει την αριθμητική με τη γεωμετρία,  με τη φυσική ακόμα και με 
τη γεωγραφία με έναν εκπληκτικό τρόπο που του δίνει ικανοποίηση και χαρά κάθε φορά που 
ανακαλύπτει καινούργια πράγματα. Όλα τα γνωστικά αντικείμενα συσχετίζονται και 
συνδυάζονται. Οι Αλγεβρικές «ταυτότητες», το Πυθαγόρειο θεώρημα, ανακαλύπτονται με τη 
βοήθεια στερεών σχημάτων, που χωρίζονται κατάλληλα σε μικρότερα σχήματα ακόμα γίνονται 
και πράξεις με μεγάλους αριθμούς.  
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Η ευχαρίστησή τους από τη λύση τέτοιων  προβλημάτων, που τα παιδιά  έχουν διαλέξει ή και 
επινοήσει μόνα τους, καμία σχέση δεν έχει με τη λύση μιας στεγνής εξίσωσης γραμμένης σε ένα 
φυλλάδιο ή σε ένα τετράδιο. Στις μεγαλύτερες τάξεις στις φυσικές επιστήμες αξιοποιούν 
πειράματα βασισμένα στην  επίσημη σχολική ύλη . 

Η τέχνη και η χρήση της σύγχρονης τεχνολογίας δεν λείπουν από αυτό το πρόγραμμα. Με 
λελογισμένη χρήση συμπληρώνονται γνώσεις για μια σειρά μαθήματα: Προϊστορία, Ιστορία, 
Περιβάλλον, Γεωγραφία, Ξένες γλώσσες, Πολιτισμός, Τέχνες. Η μουσική  και η ρυθμική κίνηση 
είναι εκεί από τα πρώτα τους βήματα στο σχολείο. 

 Η εξέλιξη των παιδιών είναι τόσο γρήγορη που από το νηπιαγωγείο κιόλας έχουν τη 
δυνατότητα να μαθαίνουν δύσκολες Μαθηματικές έννοιες. Η ευχαρίστηση και  η ευφορία στη 
έκφραση των παιδιών, κάθε φορά που ανακαλύπτουν κάτι καινούργιο, όταν φέρουν σε πέρας 
την εργασία, που μόνα τους διάλεξαν, δεν περιγράφονται. Το σύστημα Μοντεσσόρι δεν 
«δημιουργεί» μικρούς Αϊνστάιν. Αυτές είναι μεταφυσικές αντιλήψεις. Η Μαρία  Μοντεσσόρι δεν 
υποσχόταν κάτι τέτοιο. Πίστευε ότι κάθε παιδί αναπτύσσεται σύμφωνα με τη δική του τάση, ότι 
μερικά παιδιά αναπτύσσονται ταχύτερα, και κάποια πιο αργά, αλλά ότι όλα εξελίσσονται. Ήταν 
πεπεισμένη ότι η κατάλληλη αγωγή μπορεί να τα βοηθήσει να αναπτύξουν στο μέγιστο τις 
δυνατότητές τους. Ήταν  μία πραγματική πειραματική επιστήμονας, η οποία εξερεύνησε τον νου 
του παιδιού και το πως δουλεύει ο εγκέφαλος μας. Για τα Μαθηματικά κατέγραψε  τη δουλειά 
της σε δύο πολυσέλιδα βιβλία. 

Ο ρόλος του εκπαιδευτικού σε αυτό το σύστημα και πώς τον εκπληρώνει;  

Ο εκπαιδευτικός πρέπει να εμψυχώνει την τάξη, να παρουσιάζει τα πράγματα με τον πιο 
ενδιαφέροντα κατά το δυνατόν τρόπο και μετά να 
αφήνει την ελεύθερη επιλογή όταν τα παιδιά έχουν 
κατανοήσει. Στο πρώτο στάδιο το παιδί είναι πολύ 
δραστήριο και  μαθαίνει μέσω των αισθήσεων και 
όχι μέσω της διδασκαλίας. Στο δεύτερο στάδιο το 
παιδί μαθαίνει με την ευφυία του και ο 
εκπαιδευτικός πρέπει να είναι παρόν.  

Τις  παιδαγωγικές αρετές που θέλει το σύστημα 
Μοντεσσόρι από το δάσκαλο, τις συναντάμε σε 
πολλούς εκπαιδευτικούς  του συμβατικού σχολείου, 
αφού οι προοδευτικές αρχές των μεγάλων 
παιδαγωγών, μέχρι σήμερα, έχουν περάσει σε ένα 
πολύ μεγάλο βαθμό στη ζωή μας, έχουν ζυμωθεί με 
την εκπαιδευτική μας κουλτούρα. Γονείς και 
εκπαιδευτικοί πρέπει ακόμα να έχουμε υπ’ όψη «Ότι η υπακοή δεν είναι είδος υποταγής αλλά 
η επιθυμία να ακολουθήσει το παιδί έναν αληθινό οδηγό και άρα πρέπει να εμπνέεται». Το 
σύστημα Μοντεσσόρι είναι  γενικότερη παιδαγωγική συμπεριφορά. Είναι στάση ζωής. Και 
ευτυχώς, χωρίς να το έχουμε συνειδητοποιήσει, έχει επηρεάσει ως ένα  βαθμό λίγο έως πολύ 
και τη δική μας συνείδηση. (Τα πιο πάνω είναι από την εργασία της κας Τούλας Πάντου που 
πριν λίγο καιρό μου έδωσε ο συνάδελφος Θεόδωρος Βουρεκάς).  

Στο σημείο αυτό, μετά τον ωραίο αυτό λόγο της κας Πάντου, ζήτησα τη βοήθεια από την 
Τεχνητή Νοημοσύνη(ChatGPT), έχει πλέον μπει στη ζωή μας και είναι ένας σπουδαίος 
δάσκαλος που μπορούμε να συζητάμε μαζί του τα πάντα. 
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Ρώτησα το ChatGPT 

Ποιο εκπαιδευτικό σύστημα είναι καλύτερο για τα Μαθηματικά;  

Το ChatGPT μου είπε: 

Δεν υπάρχει μία απόλυτη απάντηση για το ποιο εκπαιδευτικό σύστημα είναι «καλύτερο» στα 
Μαθηματικά, καθώς αυτό εξαρτάται από πολλούς παράγοντες, όπως η διδακτική προσέγγιση, 
οι εκπαιδευτικοί στόχοι, η κουλτούρα της εκπαίδευσης και τα αποτελέσματα των μαθητών. 
Ωστόσο, μπορούμε να εξετάσουμε ορισμένα εκπαιδευτικά συστήματα που διακρίνονται 
διεθνώς για την απόδοσή τους στα Μαθηματικά, σύμφωνα με μελέτες όπως το PISA 
(Programme for International Student Assessment) και το TIMSS (Trends in International 
Mathematics and Science Study), αλλά και τις Διεθνείς Μαθηματικές Ολυμπιάδες. Οι χώρες με 
υψηλές επιδόσεις στα Μαθηματικά είναι:  

Η Σιγκαπούρη – Το εκπαιδευτικό σύστημα της 
Σιγκαπούρης θεωρείται από τα κορυφαία 
παγκοσμίως. Δίνει έμφαση στην εννοιολογική 
κατανόηση και την επίλυση προβλημάτων.  

Η Φινλανδία – Αν και το σύστημα της δεν είναι 
εξειδικευμένο αποκλειστικά στα Μαθηματικά, η 
Φινλανδία προσφέρει ένα παιδοκεντρικό μοντέλο 
μάθησης που βασίζεται στην κατανόηση και όχι 
στην απομνημόνευση.  

Η Ιαπωνία – Χρησιμοποιεί τη μέθοδο της 
«διδακτικής έρευνας» (lesson study), όπου οι 
μαθητές διερευνούν τις έννοιες και συνεργάζονται για την κατανόηση δύσκολων θεμάτων. 

Η Κίνα (Σαγκάη & Πεκίνο) – Δίνει έμφαση στην εξάσκηση, την αυστηρή πειθαρχία και την 
κατανόηση μέσω πολλαπλών προσεγγίσεων. 

Η Νότια Κορέα – Ένα πολύ απαιτητικό σύστημα με έντονη προετοιμασία, ιδιαίτερα μέσω 
φροντιστηρίων. 

Τι κάνει ένα εκπαιδευτικό σύστημα καλό στα Μαθηματικά; 

 Έμφαση στη βαθιά κατανόηση (όχι μόνο μηχανικές διαδικασίες) 
 Διαδραστική διδασκαλία με συνεργασία μαθητών 
 Σύνδεση των μαθηματικών με την καθημερινή ζωή 
 Κατάλληλοι και καλά εκπαιδευμένοι εκπαιδευτικοί 
 Συνεχής έρευνα και προσαρμογή των διδακτικών μεθόδων 

Ρώτησα το ChatGPT 

Το σύστημα Μοντεσσόρι είναι καλό σήμερα; 

Το ChatGPT μου είπε: 

Ναι, η Μοντεσσόρι εκπαίδευση παραμένει πολύτιμη και εφαρμόζεται παγκοσμίως, αλλά η 
αποτελεσματικότητά της εξαρτάται από το παιδί και το εκπαιδευτικό πλαίσιο. 

Τι κάνει τη Μοντεσσόρι καλή επιλογή για μικρές ηλικίες; 

Η Εστίαση στη μαθητοκεντρική μάθηση, η Διδασκαλία μέσω βιωματικής μάθησης, 
Ανάπτυξη αυτονομίας και ευθύνης(μαθαίνουν να διαχειρίζονται το χρόνο και τις 
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δραστηριότητές τους), Έμφαση στην κριτική σκέψη και την επίλυση προβλημάτων, Ολιστική 
προσέγγιση (περιλαμβάνει και κοινωνικές/συναισθηματικές δεξιότητες). 

Τα Μαθηματικά στη Μοντεσσόρι διδάσκονται με χειροπιαστά υλικά (π.χ. χάντρες για 
πράξεις, κύβοι για δεκαδικό σύστημα). Βοηθάει τα παιδιά να κατανοήσουν τις μαθηματικές 
έννοιες βιωματικά πριν τις δουν αφηρημένα. Βέβαια ορισμένα παιδιά μπορεί να χρειαστούν 
επιπλέον καθοδήγηση για πιο προχωρημένες έννοιες. 

Πότε ίσως να μην είναι η καλύτερη επιλογή; 

 Αν το παιδί λειτουργεί καλύτερα με αυστηρή δομή και πρόγραμμα. 
 Αν το σχολείο ή ο δάσκαλος δεν εφαρμόζει σωστά τη μέθοδο. 
 Αν υπάρχει μεγάλη ανάγκη για εξετασιοκεντρική προσέγγιση (π.χ. προετοιμασία για 
απαιτητικά τεστ). 

Πλεονεκτήματα της Μοντεσσόρι στα Μαθηματικά 

 Καλλιεργεί την αγάπη για τα μαθηματικά 
 Ενισχύει τη λογική σκέψη και την κριτική ικανότητα 
 Δίνει αυτοπεποίθηση στα παιδιά 
 Αναπτύσσει την αυτονομία και τη συγκέντρωση 
 Βοηθά στην κατανόηση δύσκολων εννοιών με απλό και φυσικό τρόπο 
Το σύστημα Μοντεσσόρι είναι ιδανικό για την ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης μέσα από 

το παιχνίδι και τη βιωματική μάθηση, 
βοηθώντας τα παιδιά να αποκτήσουν βαθιά 
κατανόηση των αριθμών και των πράξεων από 
μικρή ηλικία. Συμπέρασμα 

Η μέθοδος Μοντεσσόρι είναι εξαιρετική για 
παιδιά που αγαπούν τη μάθηση μέσω της 
ανακάλυψης και θέλουν να καλλιεργήσουν την 
αυτονομία τους. Αν το παιδί σου χρειάζεται 
περισσότερη δομή ή υψηλούς στόχους σε 
συγκεκριμένα μαθήματα, ίσως ένας 
συνδυασμός Μοντεσσόρι και παραδοσιακής 
εκπαίδευσης να είναι η καλύτερη επιλογή. 

Ερώτηση του ChatGPT  προς εμένα. 

Σε ενδιαφέρει για κάποιο συγκεκριμένο επίπεδο (π.χ. νηπιαγωγείο, δημοτικό);  
Του απάντησα: Ναι για το Γυμνάσιο. 
Μου απάντησε: 
 Στην ηλικία των 13-18 ετών, το σύστημα Μοντεσσόρι στοχεύει στην αφηρημένη σκέψη, τη 

σύνδεση των μαθηματικών με την πραγματική ζωή και την ανεξάρτητη μάθηση. Σε αυτή την 
ηλικιακή ομάδα, οι μαθητές ενθαρρύνονται να ανακαλύπτουν τη μαθηματική λογική μέσα από 
πρακτικές εφαρμογές, έρευνα και συνεργατικά έργα. 

 Εστίαση στην πραγματική εφαρμογή των μαθηματικών 
 Μελέτη αφηρημένων και προχωρημένων μαθηματικών εννοιών 
 Ανεξάρτητη και συνεργατική μάθηση 

Θεματικές και προσέγγιση: 

Άλγεβρα & Αφηρημένα Μαθηματικά 
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 Προχωρημένες αλγεβρικές έννοιες (εξισώσεις, ανισώσεις, πολυώνυμα). 
 Πρακτικές εφαρμογές άλγεβρας (στατιστική ανάλυση, οικονομικά μοντέλα). 
 Χρήση χειροπιαστών υλικών (π.χ. αλγεβρικά πλακίδια) για τη διευκόλυνση της 
κατανόησης των συμβολικών σχέσεων. 

Γεωμετρία & Τριγωνομετρία 
 Διερεύνηση γεωμετρικών σχέσεων μέσω χειροπιαστών μοντέλων. 
 Σύνδεση της γεωμετρίας με την τέχνη, την αρχιτεκτονική και τη μηχανική. 
 Χρήση γεωμετρικών πινάκων και υλικών για την κατανόηση αποδείξεων. 

 Στατιστική & Πιθανότητες 
 Εφαρμογή στατιστικών μοντέλων σε πραγματικά δεδομένα. 
 Ανάλυση πιθανοτήτων μέσα από πειράματα και παρατηρήσεις. 
 Χρήση λογισμικών εργαλείων για επεξεργασία δεδομένων. 

 Λογισμός & Ανάπτυξη Κριτικής Σκέψης 
 Εισαγωγή στις βασικές αρχές του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού. 
 Μαθηματικές έννοιες που σχετίζονται με τη φυσική και την τεχνολογία. 
 Σύνδεση των μαθηματικών με την οικονομία, την τεχνητή νοημοσύνη, τη βιολογία 

κ.ά. 

Εφαρμογές στην Πραγματική Ζωή 

 Δημιουργία οικονομικών μοντέλων για κατανόηση του χρηματοπιστωτικού 
συστήματος. 

 Κωδικοποίηση και μαθηματικά της πληροφορικής. 
 Χρήση των μαθηματικών στη μηχανική, τη φυσική και τις επιστήμες υπολογιστών. 

Μέθοδοι Διδασκαλίας 

✔ Πρότζεκτ & έρευνα: Οι μαθητές ερευνούν πραγματικά προβλήματα (π.χ. μαθηματικά στη 
βιολογία, στα οικονομικά, στη φυσική). 
✔ Συνεργατική μάθηση: Οι μαθητές δουλεύουν σε ομάδες, λύνουν προβλήματα και κάνουν 
παρουσιάσεις. 
✔ Διαθεματική προσέγγιση: Σύνδεση των μαθηματικών με την επιστήμη, την τέχνη, την 
κοινωνία. 
✔ Χρήση εργαλείων τεχνολογίας: Λογισμικά προσομοίωσης, προγραμματισμός, ανάλυση 
δεδομένων. 

Γιατί είναι ωφέλιμα τα Μαθηματικά Μοντεσσόρι στην εφηβεία; 

✔ Ενθαρρύνουν την κριτική σκέψη και την ανάλυση δεδομένων. 
✔ Βοηθούν τους μαθητές να συνδέσουν τα μαθηματικά με την καθημερινή ζωή και την 
καριέρα τους. 
✔ Αναπτύσσουν την αυτονομία και την ικανότητα επίλυσης προβλημάτων. 
✔ Δημιουργούν πιο θετική στάση απέναντι στα μαθηματικά, κάνοντάς τα ενδιαφέροντα και 
πρακτικά. 

Ρώτησα το ChatGPT 

Τι πιστεύεις για την αξιολόγηση των μαθητών; τι ταιριάζει καλύτερα στο σημερινό σχολείο; 
Εγώ πιστεύω, είναι καλύτερα να γίνεται μόνο για παιδαγωγικούς λόγους. Για την προαγωγή των 
μαθητών να γίνονται πολλές αξιολογήσεις όχι μόνο μια εξέταση. Στους διαγωνισμούς για την 
κατάληψη μιας θέσης να είναι διαγνωστική η αξιολόγηση για την ικανότητα του εξεταζόμενου.  
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Το ChatGPT για την αξιολόγηση μου είπε: 

Αυτό που προτείνεις είναι ένα πιο παιδαγωγικό και δίκαιο σύστημα αξιολόγησης, το οποίο 
εστιάζει στη βελτίωση του μαθητή αντί στην απλή κατάταξη ή τιμωρητική αξιολόγηση. Η 
αξιολόγηση των μαθητών πρέπει να είναι δίκαιη, πολυδιάστατη και να εστιάζει στην 
πραγματική κατανόηση και πρόοδο του μαθητή, όχι μόνο στην απομνημόνευση. 

 Αξιολόγηση με παιδαγωγικό χαρακτήρα 

 Στόχος: Η βελτίωση του μαθητή, όχι η απλή μέτρηση της απόδοσης. 
 Περιοδική αξιολόγηση για προαγωγή, όχι μία και μοναδική εξέταση. 
 Οι διαγωνισμοί να έχουν διαγνωστικό χαρακτήρα, δηλαδή να χρησιμοποιούνται για την 

ανίχνευση δεξιοτήτων και την καταλληλότητα για συγκεκριμένες θέσεις (π.χ. εισαγωγή σε ειδικά 
σχολεία, πανεπιστήμια, προγράμματα αριστείας), χωρίς να καθορίζουν τη γενική αξία του 
μαθητή. 

Βασικές Αρχές μιας Καλής Αξιολόγησης 

✔ Διαμορφωτική αξιολόγηση (Formative Assessment) – Συνεχής ανατροφοδότηση στη 
διάρκεια της μάθησης (τεστ αυτοαξιολόγησης, ερωτήσεις, εργασίες). 
✔ Τελική ή συνολική αξιολόγηση (Summative Assessment) – Τυπικές εξετάσεις ή δοκιμασίες 
στο τέλος μιας ενότητας. 
✔ Αυθεντική αξιολόγηση (Authentic Assessment) – Έμφαση στην εφαρμογή γνώσεων μέσα από 
έργα, παρουσιάσεις ή μελέτες περίπτωσης. 
✔ Προσωπική πρόοδος και όχι μόνο σύγκριση – Εστίαση στην ατομική ανάπτυξη, όχι απλώς 
στη σύγκριση με τους συμμαθητές. 

Μέθοδοι Αξιολόγησης 

 Γραπτές εξετάσεις – Απαραίτητες σε κάποιες περιπτώσεις αλλά δεν πρέπει να είναι ο μόνος 
τρόπος αξιολόγησης. 

 Προφορικές εξετάσεις και συζητήσεις – Χρήσιμες για την αξιολόγηση κριτικής σκέψης. 
 Έργα & παρουσιάσεις – Βοηθούν στην εφαρμογή της γνώσης και στην ανάπτυξη 

δεξιοτήτων. 
 Αξιολόγηση βάσει φακέλου εργασιών (Portfolio) – Συγκεντρώνει δείγματα δουλειάς των 

μαθητών σε όλη τη διάρκεια του χρόνου. 
 Αυτοαξιολόγηση & ομότιμη αξιολόγηση – Οι μαθητές αξιολογούν τη δική τους πρόοδο ή 

παρέχουν ανατροφοδότηση στους συμμαθητές τους. 

Ιδανικό Σύστημα Αξιολόγησης 

 Συνδυασμός μεθόδων – Καμία μέθοδος δεν πρέπει να υπερισχύει απόλυτα. 
 Αξιολόγηση που αναπτύσσει τις δεξιότητες του 21ου αιώνα (κριτική σκέψη, επίλυση 

προβλημάτων, συνεργασία). 
 Δίκαιη και προσαρμοσμένη στις ανάγκες των μαθητών – Όχι μόνο εξετάσεις που 

προκαλούν άγχος, αλλά και τρόποι που δείχνουν πραγματικά τις ικανότητες του μαθητή. 
Πλεονεκτήματα αυτού του μοντέλου 

✔ Λιγότερο άγχος για τους μαθητές, αφού η προαγωγή δεν εξαρτάται από μία και μόνο 
εξέταση. 
✔ Πιο ακριβής και δίκαιη εικόνα της προόδου μέσα από πολλαπλές αξιολογήσεις. 
✔ Ενίσχυση της εσωτερικής παρακίνησης – Οι μαθητές επικεντρώνονται στη μάθηση και όχι 
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στη «βαθμοθηρία». 
✔ Καλύτερη αναγνώριση των ταλέντων και των δυνατοτήτων του κάθε μαθητή μέσα από 
διαγνωστικούς διαγωνισμούς. 

Πώς θα μπορούσε να εφαρμοστεί; 

 Συνεχής διαμορφωτική αξιολόγηση (feedback από τους δασκάλους και τους ίδιους τους 
μαθητές). 

 Χρήση ποικιλίας μεθόδων αξιολόγησης (έργα, παρουσιάσεις, προφορικές εξετάσεις, 
πρακτικές εφαρμογές). 

 Διαγνωστικά τεστ για την κατεύθυνση των μαθητών στις σπουδές και όχι για 
ανταγωνιστική κατάταξη. 

 Συνεργασία σχολείου – γονέων – μαθητών για την υποστήριξη της μαθησιακής πορείας. 

Συνέχισα το διάλογο με την Τεχνητή Νοημοσύνη, είναι ατελείωτος και μου έδωσε πολλές 
πληροφορίες για πολλά θέματα. Το συμπέρασμα: Η 
γνώση πολλαπλασιάζεται καθημερινά, οι 
πληροφορίες πρέπει να αξιολογούνται. Τα σχολεία, 
τα βιβλία, οι εκπαιδευτικοί χρειάζονται καθημερινά 
τη στήριξη της πολιτείας. Η ενημέρωση και ο 
πλούτος των πληροφοριών απαιτούν κριτική σκέψη 
για να μη χαθεί ο άνθρωπός στο πέλαγος της 
εύκολης πλέον πληροφόρησης. Οι εκπαιδευτικοί να 
απαλλαγούν από την γραφειοκρατία, να 
αφοσιωθούν αποκλειστικά στο έργο τους. Οι τάξεις 
να είναι με μικρό αριθμό μαθητών και εξοπλισμένες 
με το απαραίτητο εκπαιδευτικό υλικό. Βιβλία 
γραμμένα από μικτές ομάδες επιστημόνων, 
παιδαγωγών, μαθηματικών, κλπ. που να σπρώχνουν 
το παιδί στην  έρευνα, την κριτική σκέψη και όχι την απομνημόνευση .  

Το σύστημα εισαγωγικών εξετάσεων στην Ανώτατη Εκπαίδευση έχει αποβεί καταστρεπτικό 
για την έννοια της αληθινής παιδείας ως διάπλαση πνεύματος, ψυχής, προσωπικότητας και 
σωστής επαγγελματικής επιλογής των νέων. Όσο καλή και αν είναι η προαίρεση  και 
προσπάθεια των εκπαιδευτικών δεν είναι αρκετή για να εξαλείψει  εντελώς τη αυταρχική 
παιδεία του παρελθόντος, τον τρόπο που μεγαλώσαμε όλοι, τον τρόπο που διδαχτήκαμε οι 
ίδιοι. Η ασφυκτική πίεση, των συνθηκών εργασίας των εκπαιδευτικών, των προγραμμάτων 
σπουδών, των κτηριακών υποδομών μηδενίζουν πολλές φορές κάποιες προσπάθειες μαθητών 
και εκπαιδευτικών να ασχοληθούν απερίσπαστοι για την πραγματική επιστημονική γνώση. Το 
σύστημα εκπαίδευσης πρέπει να επικεντρώνει στην αγάπη για τη μάθηση, την προσήλωση στην 
πνευματική πρόοδο, την καλλιέργεια κριτικής ικανότητας και την ελεύθερη ανάπτυξη ταλέντων. 
Το τρίπτυχο που αποτελεί την ουσία του Μοντεσσοριανού συστήματος αγωγής και εκπαίδευσης 
είναι: 

 
Ανεξαρτησία, 
Ελευθερία με όρια και 
Σεβασμός για την φυσική ψυχολογική ανάπτυξη του παιδιού («Ψυχική υγεία του παιδιού 

πάνω απ’ όλα»). 
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2

2
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x 1 6x 6 x 1 x 1
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6 x 1

 

x
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6 x 1
6x

1
. 
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2x 6x 16 0 . 

       

1, 6, 16    
2 24 6 4 1 16 36 64 100  

    ,  

1,2
6 100 6 10x

2 2 2
 

6 10 4 2
2 2

6 10 16 8
2 2

. 

 8. 

  :

1

3x 2y x 4y y 2
2 6:

x y x 52x
3 2

 

)        
  : 

2

2x y 3
:

7x 2y 15
. 

)     

)     
  . 

 

)   ( 1)  

3x 2y x 4y y 2
2 6

x y x 52x
3 2

   

3 3x 2y x 4y 6 y 2
12x 2 x y 3 x 5

  

8x 4y 12
7x 2y 15

   
2x y 3

7x 2y 15
. 

)    2

2x y 3
7x 2y 15
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2x y 3
7x 2y 15

    
4x 2y 6
7x 2y 15

  

    

2x y 3
3x 9

  
y 3
x 3

  x, y 3,3 .  

  1     x, y 3,3 . 

)       
   ,   

1 : 2x y 3  2 : 7x 2y 15   

    3,3 . 
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41 29 19 9 .  
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: 

2

2
2 . 
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========================================================================   :    

           .   
           .  

 ,   (  300 . .)      . 
 ,        «     »,     200 

. .,           ,   
   Gauss.        

    17   18       .    
Seki Takakazu  1683,          .  

   G. Leibniz     .  Gauss, ,   
  ,    Gauss,        

 .           
      ,        ,  

,     . 
 

      .     
+ y=  ,  0  0     2      

.          ( ,y)   
.    =0   0      :  ,     

     ‘ . ,   =0   0      
:  ,         ‘  ,     y’y.  

   2x2,      2   
 2 .       1  ,  

(  )   (  ).     2x2 
         .

.    : 2   y  63x  2y  5  
 

   
2x  y = 6 (1)  3x + 2y = 5 (2). 

 
       2      2   

    .      2 
    .   (1) : 

 

 x=1       2 1–y=6 , y=2–6, y=–4. ,     
 ( ,y)=(1,–4).  =0       2 0–y=6 , y=0–6, y=–6. 

 

,      (x,y)=(0,–6).
 

       :  
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  3x + 2y = 5    2      

   .      (–1,–1)   
    (3,–7). 

 
 
 

 
 

           
.   (1,–4)      2     

      
 
 
 

 1 
     :  

 

)              )            )  

 
 : 

) 2 12 4     

  (1)  2x=12  x=6,          (2)  y=–4,  
      x’x.  

 
     ,    A(6,–4)  2 

     : 
 

) 2 8 44 2       1    x 0 : 2 0 8y 4, 8y 4, y     x 1 : 2 1 8y 4, 8y 2, y .         0,    1, .   2    x 0: 0 4y 2, y     x 1 : 1 4y 2, y .             ,    .      . 
 
) 2 33 6 2
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   1          1, 2   3, 3 .   2        0,     1, .    2        ,     . 
 

 2 
     :  

 
)  ,                        )                         

 

.    : 2x  y  6 13x  2y  5  2            3 : 
   
      
   

 
     2      ’ . 

 
            2      

. ,           1  –
1.     (1)   y        
(2). 
 2x  y  6 3x  2y  5    y  6 2x 3x  2y  5   y  6 2x 3x  2y  5   

y  6 2x 3x  2 6 2x   5    

 y  6 2x 3x 12 4x  5   y  6 2x 7x  7    y  6 2 1 x 1  y  4 x 1  . 

       ( ,y)=(1,–4)       
    . 

 1  
    .     2     

     3    .    
 5    12  .     

 ; 

 : 
 x       y    .   , 

  x+y=5 (1) . 
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     2x         
3y  . ,   2x+3y=12 (2)  .   

  2    2      .   
   (1)     x      (2). 

 2 3 125    2 3 125  2 5 3 125   10 2 3 125    

 12 105 25 2 23 . 
 

     3       2 . 

 2 
           

.     30%   70% ,    
  80%   20% .      100  

   50% .         
; 

 : 
 x         y       .  

   x+y=100 (1)  . 
     0.3x        0.8y  

 . ,      0.3x+0.8y=50 (2)  .  
   2    2      .   

   (1)     x      (2). 
 0.3 0.8 50100   0.3 0.8 50100   0.3 100 0.8 50100   

 30 0.3 0.8 50100    0.5 20100   .100     40100 40   4060 

 
    40        60      

. 
           2   

            
  .   ,     2      

           .  , 
               

    .       (1)  2   
    y: 2   y  6 13x  2y  5    4   2y  12 3x  2y  5  . 
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   : 4x+3x=12–5    7x=7    x=1.   (1)  x=1  
: 

2 1–y=6    –y=4    y=–4. 
             (x,y)=(1,–4) 

 3 
          

.     6    1    
,      3    4    
.       30    25  
  .         ; 

 : 
 x         y       

.     30 .   25 . .  
 :                           6 3 304 25       6 3 306 24 150. 

 
    –21y=–120  y= 5,74   x+4 =25  x=2,14 

. 

 4 
   200      300     

       8500 .    400  
    100          

 6000.              
      ; 

 : 
 x        y      .    

200 +300y=8500            
400 +100y=6000    .         

   ,       –2. 
 200 300 8500400 100 6000  400 1200 17000400 100 6000  . 
 

   –1200y+100y=–17000+6000  –1100y=–11000  y=10 .  
             2    

 400x+100 10=6000  400x=5000  x=12,5 . 

 3 

    : )   ) , , ,, , ,  

:  
) (x,y)=(5,2).    )     . 
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x   2
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2

x  

.2.              1     
x’x  y’y  

.3.            1  

.4.          1       (2, 2022). 
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2 3

x x x     (3) 

2.        x, y   (1)  x1, x2    (2)  
   (3),     (1), (2), (3)     

      . 
 

 2  

1.                (3x+2) (2x2 –  x – 2) = 6x3 + x2 – 8x – 4  

2.            6x3 + x2 – 8x – 4 = 0 

1.                     (2x + 1)3 – (3x – 2)2 = 8x3+ 3x2 +18x – 3 

2.             (2x + 1)3 – (3x – 2)2 =26x  
 

 3 
   ,        ,    = .  

        .   : 
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    2.  
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