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ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 2008 
 

 
 
ΘΕΜΑ 17ο 
 

Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη στο  µε ( ) ( )f 0,= +∞ , η οποία ικανοποιεί τη σχέση  
 

 ( ) ( )f x f x 1′ − =  για κάθε x∈ . 
 

Α) Να αποδείξετε ότι: 
 

α) Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο .  
 

β) Η  f  είναι κυρτή στο .  
 

γ) Η ( ) ( )g x f x= −  είναι γνησίως φθίνουσα στο .  
 

Β) Να αποδείξετε ότι ( )
( )

( ) ( )2 21

0

f x f 0 f 1
dx

f x 2
− − −

=∫  
 

Γ) Αν ( )f 0 1=  να βρείτε τη συνάρτηση  f . 
 

Λύση 
 

Α)  α) Για κάθε x∈  είναι ( ) ( )f x f x 1′ − =  (1) 
 

          Η  f  έχει σύνολο τιµών το ( )0,+∞ , εποµένως για κάθε x∈  είναι ( )f x 0− > , άρα από (1)     
 

          έχουµε  ( )f x 0′ > , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο .  
 
      β) Έστω 1 2x ,x ∈  µε                        

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f : ΘΕΤΙΚΑ

1 2 1 2 1 2 1 2ΜΕΛΗ
1 2

1 1x x x x f x f x f x f x
f x f x

↑
′ ′< ⇔ − > − ⇔ − > − ⇔ < ⇔ <

− −
 

 

          Άρα η  f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ,  οπότε η f είναι κυρτή στο .  
 

      γ) Στο (β) ερώτηµα δείξαµε ότι για κάθε 1 2x ,x ∈  µε 1 2x x<  είναι:  
 

                                                ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x f x g x g x− > − ⇔ >  
 

          οπότε η ( ) ( )g x f x= −  είναι γνησίως φθίνουσα στο .  
 

Β)  Θέτουµε  x u x u ,− = ⇔ = −  οπότε dx du.= −  Όταν x 0=  το u 0=  και όταν x 1=  το u 1.= −  
 

      Έχουµε   ( )
( )

( )
( )

1 1

0 0

f x f u
dx du

f x f u

−−
= − =

−∫ ∫ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 21

0 0

f u f 0 f 1
f u f u du

2 2

−− ⎡ ⎤ − −
′− ⋅ = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

                                    
Γ)  Η (1) ισχύει για κάθε x ,∈  άρα θα ισχύει και για x ,− ∈  οπότε έχουµε : 
 

                     ( ) ( ) ( ) ( )f x f x 1 f x f x 1′ ′− ⋅ = ⇔ − − ⋅ = − ⇔ ( ) ( )f x f x 1′⎡ − ⎤ ⋅ = −⎣ ⎦      (2) 
 

      Προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (2) έχουµε: 
 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x 0 f x f x 0′ ′′ ⋅ − + ⎡ − ⎤ ⋅ = ⇔ ⎡ ⋅ − ⎤ = ⇔⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( ) ( ) 1f x f x c⋅ − = , x∈  
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      Για x 0=  είναι ( ) ( ) 1 1f 0 f 0 c c 1⋅ = ⇔ = . Άρα  ( ) ( )f x f x 1⋅ − = ,  x∈        (3) 
 

     Από (1) και (3)  για κάθε x∈  έχουµε  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
f x 0

f x f x f x f x f x f x
− >

′ ′⋅ − = ⋅ − ⇔ = ⇔  
 

( ) ( ) ( ) ( )
xe

x xf x f x 0 f x e e f x 0
−⋅

− −′ ′⇔ − = ⇔ − = ⇔ ( )( ) ( )x x
2f x e 0 f x e c− −′⋅ = ⇔ ⋅ =  

 

      Για x 0=  είναι  ( ) 0
2 2f 0 e c c 1.⋅ = ⇔ =  Εποµένως  ( ) ( )x xf x e 1 f x e−⋅ = ⇔ = , x .∈  

ΘΕΜΑ 18ο 
 

Α) Να αποδείξετε ότι xe x 1 0− + >  για κάθε x .∈  
 

Β) Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη στο  µε ( )f 0 2,=  η οποία για κάθε x∈  ικανοποιεί τη    
 

       σχέση  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xf x f x e x 1 f x f x′ ′− = − −  
 

α)  Να αποδείξετε ότι ( ) xf x e x 1= − + , x .∈  
 

β)  Να αποδείξετε ότι κ λe e κ λe e− −<  για κάθε κ,λ∈  µε κ λ .<  
 

γ)  Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς Α , Β  έτσι, ώστε  
 

                                    ( ) ( )x 2 A f x B f x′− = ⋅ + ⋅   για κάθε x .∈  
 

      δ)  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της     
 

           συνάρτησης  ( ) x

x 2g x
e x 1

−
=

− +
, τον άξονα x x′  και τις ευθείες µε εξισώσεις x 0=  και x 1.=  

 

Λύση 
 

Α)  Θεωρούµε συνάρτηση ( ) xh x e x 1= − + , x .∈  Για κάθε x∈  είναι  ( ) xh x e 1′ = −  
 

      Είναι  ( ) x x x 0h x 0 e 1 0 e 1 e e x 0′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
 

                ( ) x x x 0h x 0 e 1 0 e 1 e e x 0′ > ⇔ − > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  
      Ο πίνακας µεταβολών της συνάρτησης  h  είναι 
 

                                                

x

h x΄( )

h(x)

0

ελάχιστο

2

 

( )h 0 2=

  
 

      Η  h  παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 0=  µε ελάχιστη τιµή ( )h 0 0= , οπότε για κάθε x∈  είναι: 
 

                ( ) ( ) ( )h x h 0 h x 2≥ ⇔ ≥ , άρα ( ) xh x 0 e x 1 0> ⇔ − + >  
 

Β) α)  Για κάθε x∈  είναι  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xf x f x e x 1 f x f x′ ′− = − − ⇔  
 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xf x e f x e x f x f x f x 0′ ′ ′⇔ − − ⋅ + + = ⇔ ( ) ( ) ( ) ( )x xf x e x 1 f x e 1 0′ ⋅ − + − ⋅ − = ⇔  

  ( ) ( ) ( ) ( )x xf x e x 1 f x e x 1 0′′⇔ ⋅ − + − ⋅ − + = ⇔
( ) ( ) ( ) ( )

( )

x x

2x

f x e x 1 f x e x 1
0

e x 1

′′ ⋅ − + − ⋅ − +
= ⇔

− +
 

          ( ) ( )
x x

f x f x
0 c

e x 1 e x 1

′⎛ ⎞
⇔ = ⇔ = ⇔⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

( ) ( )xf x c e x 1 .= ⋅ − +  

   
           Για x 0=  είναι ( ) ( )0f 0 c e 0 1 c 1= ⋅ − + ⇔ = . Άρα ( ) xf x e x 1= − + , x .∈  
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     β)  Η  ( ) xf x e x 1= − +  είναι γνησίως αύξουσα στο [ )0,+∞  (βλέπε (Α) ερώτηµα),  άρα για κάθε  
 

          κ,λ∈   µε  κ λ<   ισχύει  
 

( ) ( )f κ f λ< ⇔ κ λ κ λe κ 1 e λ 1 e κ e λ− + < − + ⇔ − < − ⇔  
   

                                      
κ λ κ

κ λ κ λ

λ

e e e κ
e κ e λ e e κ λ

κ λ λe

e e e ee e e e
e e ee

− − − −⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔ <  

     γ)  Αναζητούµε Α , Β∈  έτσι, ώστε για κάθε x∈  να ισχύει  ( ) ( )x 2 A f x B f x′− = ⋅ + ⋅ ⇔  
 

( ) ( )x xx 2 A e 1 B e x 1− = ⋅ − + ⋅ − + ⇔ ( ) xx 2 A B e Bx B A− = + − + −  
 

          Η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε x∈ , οπότε θα ισχύει και για συγκεκριµένες τιµές του x. 
 

          Για x 0=  έχουµε  ( ) 00 2 A B e B 0 B A 2 A− = + − ⋅ + − ⇔− = B B A+ + − 2B 2 B 1⇔ =− ⇔ = −  
 

          Για x 1=  έχουµε  ( ) 11 2 A B e B 1 B A− = + − ⋅ + − ⇔ ( )1 A B e B− = + − B+
B 1

A
=−

− ⇔  
 

                                        ( ) ( )( )1 A 1 e A A 1 e 1 0 A 1⇔ − = − − ⇔ − − = ⇔ =  
 
     δ)  Η g είναι συνεχής στο [ ]0,1  και ( )g x 0<  για κάθε [ ]x 0,1 ,∈  άρα το εµβαδόν του χωρίου που 
 
          περικλείεται από την gC , τον άξονα x x′  και τις ευθείες µε εξισώσεις x 0=  και x 1=  είναι: 
 

                           ( ) ( )
1 1

x
0 0

x 2E Ω g x dx dx
e x 1

−
= − = − =

− +∫ ∫
( ) ( )x x1

x
0

e 1 e x 1
dx

e x 1
− − − +

− =
− +∫  

 

                                    
( )x1 1 1 1x x

x x x
0 0 0 0

e x 1e 1 e x 1dx dx dx 1dx
e x 1 e x 1 e x 1

′− +− − +
= − + = − + =

− + − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

 
                                    ( ) ( ) ( )

1x

0
ln e x 1 1 1 0 ln e ln 2 1⎡ ⎤= − − + + − = − − + =⎣ ⎦ ln 2 τ.µ.  

 
ΘΕΜΑ 19ο 
 

∆ίνεται η συνάρτηση ( )
1
xf x e

−
= ,  x 0.>  

 

i)   Να βρείτε το ( )
x 0
lim f x

+→
′  

ii)  Έστω η συνάρτηση g µε ( )
1
x1g x 1 e

x
−⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, x 0>  και ( )g 0 0.=  

  

α)  Να αποδείξετε ότι η  g  είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ]0 , 1 .   
 

β)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ( )
1

0

I g x dx.= ∫  

 
Λύση 
 

i)    Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )0 , + ∞  µε ( )
1 1 1
x x x

2

1 1f x e e e
x x

− − −
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = ⋅ − = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
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      Έχουµε     ( ) ( )
x 0

1u1 2x
2 ux

2 u1 u u D.L.Hx 0 x 0 lim
x

1 ulim f x lim e lim u e lim
x e+ +

+→

+∞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+∞⎝ ⎠− −

→+∞ →+∞→ → =+∞

⎛ ⎞
′ = ⋅ = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                                        

                                      
( )
( )

( )

( )

2

u uu u D.L.H u uu u

u 2u2u 2lim lim lim lim 0
e ee e

+∞⎛ ⎞
⎜ ⎟+∞⎝ ⎠

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ ′
= = = = =

′ ′
 

ii) α)  Για να είναι η  g  συνεχής στο [ ]0,1  πρέπει και αρκεί να είναι συνεχής στο ( )0,1  και επιπλέον  
 

( ) ( )
x 0
lim g x g 0

+→
=     και     ( ) ( )

x 1
lim g x g 1

−→
=  

 
          Η  g  είναι συνεχής στο ( )0,1  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
 
          Είναι :   
 

• ( ) ( )
1 1
x 1

x 1 x 1

1 1lim g x lim 1 e 1 e g 1
x 1− −

− −

→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  άρα η g είναι συνεχής στο 0x 1.=  
 

• ( ) ( )
1 2
x

1 1 1D.L.Hx 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 01x x x
x 2

11 1111 1xx xlim g x lim 1 e lim lim lim lim 0 g 0 ,
x 1e e ee x

+ + + + + +

+∞⎛ ⎞
⎜ ⎟+∞⎝ ⎠−

→ → → → → →

′⎛ ⎞++ −⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= + = = = = =⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎛ ⎞ − ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                    γιατί  
x 0

1u1 x
ux

1 ux 0 lim
x

lim e lim e
+

+→

=

→+∞→ =+∞
= = +∞  άρα 1x 0

x

1lim 0,
e

+→
=   άρα η g είναι συνεχής στο 0x 0.=  

 
                   Εποµένως η  f  είναι  συνεχής  στο  [ ]0 ,1 .  
 
     β)  1ος τρόπος 
 

           Η συνάρτηση ( )
1
x1g x 1 e

x
−⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 είναι συνεχής στο [ ]0,1  άρα και η αρχική της στο [ ]0,1   

 
           είναι συνεχής και παραγωγίσιµη:  
 

                             ( )
1
xxe , 0 x 1G x

c, x 0

−⎧⎪ < ≤= ⎨
⎪ =⎩

   µε  ( )
1
x

x 0 x 0
c lim G x lim xe 0,

+ +

−

→ →

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  άρα  c 0=  

 

           Εποµένως  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0
0 0

I g x dx G x dx G x G 1 G 0′= = = ⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦∫ ∫
1 10
e e
− =  

 
           2ος τρόπος 
 

                             ( )
1 1 1

x

0 0

1I g x dx 1 e dx
x

−⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

1 1
t

x 0
x

1lim 1 e dt
t+

−

→

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

1 11 1
t t

x 0
x x

1lim e dt e dt
t+

− −

→

⎡ ⎤
= + ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 

                               ( )
1 11 1

t t

x 0
x x

1lim t e dt e dt
t+

− −

→

⎡ ⎤′= ⋅ + ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫

1 1 11 1 1
t t t

x 0
x xx

1lim t e t e dt e dt
t+

− − −

→

⎡ ⎤′⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎢ ⎥= ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  
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1

1 x

x 0
lim e xe t

+

−−

→
= − −

2

1
t
⋅

1 1
t

x

e dt
−

⋅∫
1 1

t

x

1 e dt
t

−
+ ⋅∫

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1
x

x 0

1 1lim xe
e e+

−

→

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

     

           Γιατί  
1
x

1 1x 0 x 0 x 0
x x

x 1lim xe lim lim x 0
e e

+ + +

−

→ → →

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  αφού 
x 0
lim x 0

+→
=  και  1x 0

x

1lim 0.
e

+→
=  

ΘΕΜΑ 20ο 

∆ίνεται η συνάρτηση ( )
x

2
0

dtf x
t 1

=
+∫  

 

α) Να µελετήσετε την  f  ως προς την κυρτότητα. 
 

β) Να αποδείξετε ότι ( ) 2

xx f x
x 1

< <
+

  για κάθε x 0.<   

γ) Να αποδείξετε ότι ( )f εφx x=  για κάθε π πx – ,
2 2

⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

  και να υπολογίσετε το ( ).f 1  
 

δ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του επιπέδου χωρίου που ορίζεται από την fC  και τις  
   

      ευθείες µε εξισώσεις y 0= , x=0 και x=1. 
 

Λύση 

α)  Η συνάρτηση ( ) 2

1g t
t 1

=
+

 είναι συνεχής στο , το 0 ,∈  πρέπει και αρκεί λοιπόν x .∈   
 

      Εποµένως fA .=  

      Για κάθε x∈  είναι ( )
x

2 2
0

dt 1f x 0,
t 1 x 1

′⎛ ⎞
′ = = >⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
∫  άρα  f  γνησίως αύξουσα στο .  

 

      Για  ( ) ( ) ( )
f

x 0 f x f 0 f x 0
↑

< ⇔ < ⇔ <  ,   ενώ για ( ) ( ) ( )
f

x 0 f x f 0 f x 0.
↑

> ⇔ > ⇔ >  
 

      Για κάθε x∈  είναι  ( ) 2 2

1 2xf x
x 1 x 1

′⎛ ⎞′′ = = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

     

      Είναι   ( ) 2

2xf x 0 0 x 0
x 1

′′ = ⇔ − = ⇔ =
+

 
     

                 ( ) 2

2xf x 0 0 x 0
x 1

′′ > ⇔ − > ⇔ <
+

 

 
      Το πρόσηµο της  f ′′  καθώς και η κυρτότητα  της  f  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
 
 

x

f΄΄( )x

f(x)

0

Σ.Κ.  
 
      Η  f  είναι κυρτή στο ( ],0−∞ , κοίλη στο [ )0,+∞  και παρουσιάζει καµπή στο σηµείο ( )( )O 0,f 0 ,  
 

      δηλαδή  στο  ( )O 0 , 0 .  
 
β)  Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο ,  άρα και σε κάθε διάστηµα [ ]x , 0  µε x 0.< Ισχύει λοιπόν Θ.Μ.Τ. 
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     οπότε θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )ξ x,0∈  τέτοιο ώστε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f 0 f x f x
f ξ f ξ

0 x x
−

′ ′= ⇔ =
−

 

 

     Η  f  είναι κυρτή στο ( ],0 ,−∞  άρα η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ],0−∞ , οπότε για  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 0

2 2

f x f x1 xx ξ 0 f x f ξ f 0 1 x
x 1 x x x 1

⋅ <
′ ′ ′< < ⇔ < < ⇔ < < ⇔ < <

+ +
 

γ)  Αρκεί να δείξουµε ότι  ( ) ( )
εφx

2
0

dtf εφx x f εφx x 0 x 0
t 1

= ⇔ − = ⇔ − =
+∫ , π πx ,

2 2
⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Θεωρούµε συνάρτηση  ( )
εφx

2
0

dtg x x
t 1

= −
+∫ ,  π πx , .

2 2
⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
     

     Για  κάθε  π πx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι    ( ) ( ) ( ) ( )
εφx

2 2
0

dt 1g x x g x εφx 1
t 1 εφ x 1

′⎛ ⎞ ′ ′′ ′= − ⇔ = − ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫  

                                                        

                                                          ( ) ( ) ( )2
2

1g x συν x 1 g x 0 g x c
συν x

′ ′⇔ = − ⇔ = ⇔ = ,  c∈ .  
 

     Είναι ( ) ( )g 0 f 0 0,= =  άρα c 0,=  οπότε ( ) ( ) ( )g x 0 f εφx x 0 f εφx x.= ⇔ − = ⇔ =   
 

     Είναι  ( )f εφx x=  για  κάθε  π πx , ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 οπότε  ( ) π πf 1 f εφ
4 4

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

δ)  Το ζητούµενο εµβαδόν είναι  ( )
1

0

E f x dx= ∫ .  Από (α) ερώτηµα έχουµε ( )f x 0>  για κάθε x 0> , 

     άρα  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1

0
0 0 0 0

E f x dx 1 f x dx x f x dx x f x x f x dx′ ′= = ⋅ = ⋅ = ⎡ ⋅ ⎤ − ⋅ =⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  
    

                ( ) ( ) ( )( )
1 1 1

2 2
2 2

0 0 0

1 π 1 1 π 1f 1 x dx x 1 dx ln x 1 dx
x 1 4 2 x 1 4 2

′′= − ⋅ = − + = − + =
+ +∫ ∫ ∫  

 

                ( ) 12

0

π 1 π 1 π 2ln 2 π ln 4ln x 1 ln 2 τ.µ
4 2 4 2 4 4

− −⎡ ⎤= − + = − = =⎣ ⎦  

 
ΘΕΜΑ 21ο 
 

∆ίνεται η συνάρτηση  ( )
( )

2x 1

2
0

1F x dt
4 t 1

−

=
− +

∫  

 

α)  Να βρείτε το πεδίο ορισµού και την παράγωγο της F. 
 

β) i) Να αποδείξετε ότι  ( ) πF ηµx x
6

= −   για κάθε π πx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   ii) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC : ( )
( )2

1f t
4 t 1

=
− +

,  

       τον άξονα x x′  και τις ευθείες  µε εξισώσεις x=0   και  x 3 1.= −  
 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  
3

2
1

dxI
4 x

=
−

∫ . 
 

Λύση 
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α)   Η συνάρτηση ( )
( )2

1f t
4 t 1

=
− +

 είναι συνεχής στο ( )3 ,1− , το ( )0 3 ,1 ,∈ −  άρα η F ορίζεται για 

       εκείνα τα  x  για τα οποία  ισχύει 3 2x 1 1 2 2x 2 1 x 1− < − < ⇔ − < < ⇔ − < < , οπότε ( )FA = – 1 , 1 .  
 

       Για κάθε ( )x – 1 , 1 ∈   είναι  ( )
( )

( )
2 2 2

1 2 1F x 2x 1
4 4x 1 x4 2x 1 1

′′ = − = =
− −− − +

 

β) i)  Για κάθε π πx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι :  
 

                            ( ) ( )
2 2

1 1F ηµx ηµx συνx 1
1 ηµ x συν x

′ ′⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦
−

,  οπότε έχουµε  

 

                            ( ) ( ) ( )F ηµx x F ηµx x c′ ′⎡ ⎤ = ⇔ = +⎣ ⎦          (1) 
          

         δηλαδή   ( )
2ηµx 1

0

f t dt x c
−

= +∫  ,  π πx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
   

         Από την τελευταία σχέση για πx
6

= , βρίσκουµε ( )
0

0

π πf t dt c c
6 6

= + ⇔ = −∫ ,  οπότε  

         η  (1)  γίνεται  ( ) πF ηµx x
6

= − ,   π πx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

            (2) 

    ii)  Επειδή  ( )f t 0> ,  για κάθε t 0, 3 1⎡ ⎤∈ −⎣ ⎦  έχουµε  ( ) ( )
π2ηµ 1

3 1 3

0 0

E f t dt f t dt
−

−

= = =∫ ∫  

                            ( ) ( )
( )

π2ηµ 1
3 1 3 2

0 0

π π π πE f t dt f t dt F ηµ
3 3 6 6

−
− ⎛ ⎞= = = = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫   τ.µ 
 

γ)  Από  (ii)  έχουµε  
( )

3 1

2
0

1 πdt
64 t 1

−

=
− +

∫  (3) 

    Θέτουµε  x t 1= + ,  οπότε  dx dt .=   Για t 0=  είναι x 1=  και  για  t 3 1= −   είναι  x 3.=  

    Εποµένως  η  (3)  γράφεται   
3

2
1

1 πdx
64 x

=
−

∫  
 

ΘΕΜΑ 22ο 
 
Έστω µια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο , τέτοια ώστε:                             

                ( )( ) ( )2 2f x x f x x 3 0− ⋅ + − =   για  κάθε x∈  
 

 α)  Αν το x α=  είναι κρίσιµο σηµείο της  f ,  να αποδείξετε ότι ( )f α 2α=  και στη συνέχεια να  
 

       προσδιορίσετε το α. 
 

 β) Να εξετάσετε αν η f παρουσιάζει καµπή. 
 

 γ) Να αποδείξετε ότι η fC  δεν έχει ασύµπτωτη στο +∞ . 
 

Λύση 
 

α)  H   f  είναι παραγωγίσιµη στο  και  x = α  είναι κρίσιµο σηµείο της  f , οπότε  ( )f α 0′ =   (1) 
 

     Για κάθε x∈  έχουµε ( )( ) ( )2 2f x xf x x 3 0− + − =                                                                (2) 
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     Παραγωγίζοντας  και τα δύο µέλη  της  (2)  έχουµε  ( ) ( ) ( )2f x x f x 2x f x 0′⎡ − ⎤ + − =⎣ ⎦              (3) 
 

     Για x α=  η  (3)  γίνεται ( ) ( ) ( )
( )

( )
f α 0

2f α α f α 2α f α 0 f α 2α.
′ =

′⎡ − ⎤ ⋅ + − = ⇔ =⎣ ⎦                           (4) 
 

     Για x α=  η  (2)  γίνεται   

           ( )( ) ( )
( )f α 2α2 2 2 2 2 2 2f α α f α α 3 0 4α 2α α 3 0 3α 3 α 1 α 1.

=

− ⋅ + − = ⇔ − + − = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±                              

β)  Έστω ότι η fC  έχει σηµείο καµπής το ( )( )0 0M x ,f x , τότε  ( )0f x 0′′ =      (5) 

     Παραγωγίζοντας  και τα δύο µέλη της (3) έχουµε ( )( ) ( ) ( ) ( )2
2 f x 2f x 2 2f x x f x 0′ ′ ′′− + + ⎡ − ⎤ =⎣ ⎦  (6) 

 

     Για  0x x=  η (6) γίνεται   ( )( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 02 f x 2f x 2 2f x x f x 0′ ′ ′′− + + ⎡ − ⎤ =⎣ ⎦   και  λόγω  της   (5) 

      

     έχουµε  ( )( ) ( )2
0 0f x f x 1 0′ ′− + =   άτοπο,  γιατί αν το θεωρήσουµε ως τριώνυµο του ( )0f x′ , τότε   

 

     έχει  ∆ 3 0,= − <  άρα η  f   δεν παρουσιάζει καµπή. 

γ)  Αν η fC  έχει ασύµπτωτη στο +∞  τότε ( )
x

f x
lim λ

x→+∞
= ∈   και  ( )

x
lim f x λx β ,
→+∞

⎡ − ⎤ = ∈⎣ ⎦  όµως 

     για κάθε x 0≠  έχουµε ( )( ) ( )2 2f x x f x x 3 0− ⋅ + − = ⇔
( ) ( )2

2

f x f x 31 0
x x x

⎛ ⎞
− + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε : 

    ( ) ( )2

2x

f x f x 3lim 1 0
x x x→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− + − = ⇔⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2λ λ 1 0− + =  άτοπο , άρα η fC  δεν έχει ασύµπτωτη στο +∞ . 

 
ΘΕΜΑ 23ο 
 

∆ίνονται οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις ( )f , g : 1,− +∞ →  µε ( ) ( )f 0 g 0 1= = , οι οποίες για κάθε  
( )x 1 ,∈ − + ∞  ικανοποιούν τις σχέσεις  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22f x f x g x 2g x g x f x 0′ ′+ ⋅ = + ⋅ =  (1) ,  ( )f x 0≠  

 

 και  ( )g x 0.≠    
 α) Να αποδείξετε ότι ( ) ( )f x g x 0= >  για κάθε ( )x 1 , .∈ − + ∞  

 β) Να αποδείξετε ότι  ( ) 1f x =
x + 1

. 
 

 γ) Να µελετήσετε την  f  ως προς τη µονοτονία και να βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής της    

      παράστασης. 
 

 δ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν  E(α)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  
 

      συνάρτησης  f , τον άξονα x x′  και τις ευθείες µε εξισώσεις x α= , x α 1= +  όπου α 0> , καθώς    

      και το όριο ( )
α
lim E α .
→+∞

 
 

Λύση 

α)   Από  (1)  έχουµε       ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
g x 0

2 2 22f x f x g x 0 2f x g x f x g x 0
≠

′ ′+ ⋅ = ⇔ ⋅ + ⋅ =         (2)     και 

                                        ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x 0

2 2 22g x g x f x 0 2g x f x f x g x 0
≠

′ ′+ ⋅ = ⇔ ⋅ + ⋅ =          (3) 
 

       Από (2), (3) έχουµε  ( ) ( ) ( ) ( )2 22f x g x f x g x′ ⋅ + ⋅ ( ) ( ) ( ) ( )2 22g x f x f x g x′= ⋅ + ⋅ ⇔  

                                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )g x 0

f x g x g x f x f x g x g x f x 0
≠

′ ′ ′ ′⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔  
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                                          ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )2

f x g x g x f x f x f x
0 0 c

g x g x g x

′′ ′ ⎛ ⎞⋅ − ⋅
⇔ = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( )x 1 ,∈ − +∞ . 

       Για  x 0=  είναι   ( )
( )

f 0 1c c 1
g 0 1

= ⇔ = = ,  άρα  ( )
( ) ( ) ( )f x

1 f x g x
g x

= ⇔ = , ( )x 1 , .∈ − +∞  

       Οι  f , g  είναι συνεχείς στο ( )1,− +∞ , ( ) ( )f x 0 και g x 0≠ ≠  για κάθε ( )x 1, .∈ − +∞  Άρα οι f , g   
 

       διατηρούν σταθερό πρόσηµο και επειδή ( ) ( )f 0 g 0 1 0= = >  έχουµε ( ) ( )f x 0 και g x 0.> >  

β)  Είναι    ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
f x g x

2 32f x f x g x 0 2f x f x 0
=

′ ′+ ⋅ = ⇔ + = ⇔ ( ) ( )
( )f x 0

32f x f x
≠

′ = − ⇔  
 

                  ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

3 2
3 2

2f x 11 2f x f x 1 f x x x c
f x f x

΄− −′ ′′⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = +   

     Για  x 0=  έχουµε  
( )2

1 0 c c 1
f 0

= + ⇔ =  

     Άρα  για κάθε ( )x 1 ,∈ − +∞  είναι ( ) ( )
f (x) 0

2 1 1f x f x
x 1 x 1

>

= ⇔ =
+ +

 

γ)   Για κάθε ( )x 1 ,∈ − +∞  είναι  

                      ( )
( )
( )

( )
( )( ) ( )( )2

x 1 x 11 1f x 0
x 1 2 x 1 x 1 2 x 1 x 1x 1

΄ ΄′ − + +⎛ ⎞′ = = = − = − <⎜ ⎟+⎝ ⎠ + + + ++
 

      Άρα  η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )1, .− +∞  

      Για  ( )x 1 ,∈ − +∞  έχουµε ( )
x 1 x 1

1lim f x lim
x 1+ +→− →−

= = +∞
+

,  γιατί  για x 1> −  είναι x 1 0+ >  και    

     
x 1
lim x 1 0

+→−
+ = .  Άρα  η  x 1= −  είναι  κατακόρυφη  ασύµπτωτη  της fC .  

      Για ( )x 0 ,∈ +∞  είναι  
( )

x x x

1
f x 1 1x 1lim lim lim 0 λ

x x xx 1→+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞+= = ⋅ = = ∈⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

                                            ( )( ) ( )
x x x

1lim f x λx lim f x lim 0 β
x 1→+∞ →+∞ →+∞

− = = = = ∈
+

 
 
 

      Άρα η ευθεία y 0x 0 0= + =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της fC  στο +∞ . 
 

δ)   ( ) ( )
( )

( )
α 1 α 1 α 1f x 0 α 1

α
α α α

1E α f x dx f x dx dx 2 x 1 2 α 2 2 α 1
x 1

+ + +> +
⎡ ⎤= = = = + = + − +⎣ ⎦+∫ ∫ ∫  

       Άρα  ( )
( )( )

α α α

2 α 2 α 1 α 2 α 1
lim Ε α lim 2 α 2 α 1 lim

α 2 α 1→+∞ →+∞ →+∞

+ − + + + +
⎡ ⎤= + − + = =⎣ ⎦ + + +

 

                 
( ) ( ) ( )

2 2

α α α

2 α 2 α 1 2 α 2 α 1 2lim lim lim 0.
α 2 α 1 α 2 α 1 α 2 α 1→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤+ − + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦= = = =
+ + + + + + + + +

 

 
ΘΕΜΑ 24ο 
 

Έστω συνάρτηση *f : →  µε ( )f x 0≠  για *x∈  η οποία είναι «1-1» και έχει την ιδιότητα : 

( ) ( )
1 1f x

f x
− =    για κάθε   x 0≠  

Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ( )∆ 0,= +∞ , τότε: 
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α) Να αποδείξετε ότι ( )( ) 1f f x
x

=  και ( ) 1f x f 1
x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 για κάθε x 0≠  

β) Να αποδείξετε ότι  ( )f 1 1= −   και   ( )f 1 1− =  
γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση ( )1f x x− =  είναι αδύνατη.   
δ)   Αν η  f  είναι συνεχής, τότε να αποδείξετε ότι :   
 

       i )  ( )f x 0<  για κάθε x 0>        και      ( )f x 0>  για κάθε x 0<  
       ii ) H  f  δεν µπορεί να είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ( ),0 .−∞  
 
Λύση 
 

α)  Είναι  ( ) ( )
1 1f x

f x
− =    για κάθε x 0≠     (1)   

      Στη σχέση  (1) θέτουµε όπου  x  το ( )f x 0≠  και έχουµε : 
 

      ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1f f x x f f x
xf f x f f x

− = ⇔ = ⇔ =  ,   x 0≠    (2) 

      Στη σχέση  (2) θέτουµε όπου  x  το  1 0
x
≠   και έχουµε : 

     

      1f f x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

,  άρα  και  ( ) ( )
( )f x 0

1 1 11 1f f f f x f f x
x x

≠
− − −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇔ = ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

      ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

11 1f x f f x f x f x f 1
x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   για κάθε x 0≠   (3) 

 
β)   Από τη σχέση  (3)  για x 1=  έχουµε  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f 1 f 1 1 f 1 1 f 1 1 ή f 1 1= ⇔ = ⇔ = = −  
 

      Έστω ότι ( )f 1 1= , τότε ( ) ( ) ( )1 11f 1 1 f 1 1
f 1

− −= = ⇔ = ,  όµως  η  f  είναι  γνησίως αύξουσα   

 

       στο ( )0,+∞ , άρα για  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11x 1 f x f 1 f x 1 1 f x 1
f x

−> ⇔ > ⇔ > ⇔ < ⇔ <  άτοπο, αφού  

      ( )1f 1 1− = .  Άρα ( )f 1 1= −  

      Από τη σχέση  (3)  για x 1= −   έχουµε  ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )
β f :1 1

ερώτηµα
f f 1 1 f f 1 f 1 f 1 1

−

− = − ⇔ − = ⇔ − =  

 
γ)   Για x 0≠  έχουµε :   
 

      ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1f x x f x x f x
f x x x

− −= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ,  άρα 21x x 1 x 1 ή x 1
x

= ⇔ = ⇔ = − =  

 

      Όµως για x 1=  έχουµε ( )f 1 1=  άτοπο, αφού ( )f 1 1= −  και για x 1= −  έχουµε ( )f 1 1− = −   
 

      άτοπο,  αφού  ( )f 1 1.− =   Άρα η εξίσωση ( )1f x x− =  είναι αδύνατη. 
 

δ)  i )  Η  f  είναι συνεχής και δε µηδενίζεται στο ( )0, ,+∞  άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο.  Είναι 
 

          ( )f 1 1 0= − < , οπότε  ( )f x 0<  για κάθε ( )x 0, .∈ +∞  
 

          Η  f  είναι συνεχής και δε µηδενίζεται στο ( ),0−∞ , άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο.  Είναι 
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          ( )f 1 1 0− = > , οπότε  ( )f x 0>  για κάθε ( )x ,0 .∈ −∞  
 

    ii )  Έστω ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ),0−∞ , τότε για κάθε ( )1 2x ,x ,0−∞  µε 1 2x x<  θα        

          ισχύει ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
1 2 1 21 1

1 2

1 1f x f x f x f x
f x f x

− −
− −< ⇔ < ⇔ >   άτοπο αφού  ( )1

1f x− , ( )1
2f x−   

           είναι οµόσηµοι και   1f −  διατηρεί τη µονοτονία της f. 
 

 
 
ΘΕΜΑ 25ο 
 
∆ίνονται: 

• Η ευθεία (ε): y x e= −  
• Η συνάρτηση ( )g x xln x x= −   και 
• Μια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο , τέτοια ώστε ( )f ln x xln x′ = , για κάθε ( )x 0,∈ +∞  

Να αποδείξετε ότι: 
 

α)   Η ευθεία (ε) εφάπτεται της gC . 

β) i)  Αν η fC  διέρχεται από το σηµείο ( )A 0, 1−  τότε ισχύει ( ) ( )xf x g e= , x∈  

    ii)  Για κάθε ( )x 0,1∈ , ισχύει ( )1 f x xe 1− < < −  
 
Λύση 
 
α)  Για κάθε ( )x 0,∈ +∞  είναι ( )g x ln x.′ =    
 

     Η ευθεία (ε) : y = x – e  εφάπτεται στη γραφική παράσταση gC  της συνάρτησης  g,  αν και µόνο αν,  
 

     υπάρχει σηµείο ( )o oM x , g(x )  τέτοιο, ώστε  ( )
( )

o o o o o o
o

oo

g x x e x ln x x x e
x e

ln x 1g x 1

⎧ = − − = −⎧⎪ ⇔ ⇔ =⎨ ⎨ =′ = ⎩⎪⎩
 

      Έχουµε λοιπόν 
( )
( )

g e 0

g e 1

⎧ =⎪
⎨ ′ =⎪⎩

, συνεπώς η ευθεία (ε): y x e= −  εφάπτεται της gC  στο σηµείο ( )M e, 0 .  

β) i)  Για κάθε ( )x 0,∈ +∞  έχουµε: ( ) ( ) 1f ln x x ln x f ln x ln x
x

′ ′= ⇔ ⋅ = ⇔  

         ( ) ( )f ln x x ln x x′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ , άρα: ( )f ln x x ln x x c= − + . Για x 1=  έχουµε ( )f 0 0 1 c c 0= − + ⇔ =  
 

         Άρα  ( ) ( ) ( )f ln x x ln x x f ln x g x .= − ⇔ =   
 

         Αν θέσουµε όπου  x  το  xe  έχουµε  ( ) ( ) ( ) ( )x x xg e f ln e f x g e .= ⇔ =  

 
     ii)  Η  f   είναι παραγωγίσιµη σε κάθε διάστηµα [ ]0 , x ,  0 x 1< <   µε ( ) xf x xe .′ =   Ισχύει λοιπόν  
 

          το Θ.Μ.Τ.  άρα  θα  υπάρχει  ( )ξ 0,x∈ τέτοιο, ώστε  ( ) ( ) ( ) ( )ξf x f 0 f x 1
f ξ ξe

x 0 x
− +

′ = ⇔ =
−

  (1) 

 

          Είναι  0 ξ x 1 ξ x0 ξ x 1 e e e e 1 e e e< < < ⇔ < < < ⇔ < < <   άρα  ξ1 e e.< <   Έχουµε  λοιπόν   
 

          
(1)

ξ
ξ

0 < ξ < 1
   άρα   0 < ξe < e

1 < e < e
⎧

⇔⎨
⎩

( ) ( )f x 1
0 e 1 f x xe 1

x
+

< < ⇔ − < < −  
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ΘΕΜΑ 26ο 
 

Έστω συνεχής συνάρτηση  f  η οποία για κάθε ( )x -1,1∈  ικανοποιεί τις σχέσεις ( )f x 0≠  και 

( )
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫
x

0

ηµ f t dt = x .  Να αποδείξετε ότι: 

α) ( )f x > 0  για κάθε ( )x -1,1∈  

β) ( )
2

1f x =
1 - x

, ( )x -1,1∈  

Λύση 

α)  Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο ( )1,1− , το ( )0 1,1∈ − , άρα η ( )
x

0

f t dt∫  είναι παραγωγίσιµη    
     στο ( )1,1 .−  

     Η  συνάρτηση  ( )
x

0

ηµ f t dt
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫   είναι  παραγωγίσιµη  στο  ( )1,1−   ως  σύνθεση  παραγωγίσιµων    

     συναρτήσεων. 
 

     Για  κάθε  ( )x 1,1∈ −  έχουµε    ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

0 0 0

ηµ f t dt x συν f t dt f t dt 1
′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= ⇔ ⋅ = ⇔⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

         

                                                        ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

x xf x 0

x 1,1
0 0

1συν f t dt f x 1 συν f t dt
f x

≠

∈ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ ⋅ = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫            (1) 

     Η  f  είναι  συνεχής στο ( )1,1−  και  δε  µηδενίζεται  στο  διάστηµα  αυτό,  άρα  διατηρεί  σταθερό  
 

     πρόσηµο. Από (1) για x 0=  έχουµε 
( ) ( )1συν0 f 0 1 0.

f 0
= ⇔ = >  Άρα ( )f x 0>  για κάθε ( )x 1,1 .∈ −  

 

β)  Έχουµε  ( )
x

2

0

ηµ f t dt
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ + ( ) ( ) ( )

x
2 2 2

2 2
0

1 1συν f t dt 1 x 1 1 x
f x f x

⎛ ⎞
= ⇔ + = ⇔ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

 

                     ( )
( ) ( )

( )
f x 0 , x 1,1

2
2 2

1 1f x f x
1 x 1 x

> ∈ −

⇔ = ⇔ =
− −

, ( )x 1,1 .∈ −  

 
ΘΕΜΑ 27ο 
 
Έστω συνάρτηση [ ]f : 0,1 R→  µε πρώτη παράγωγο γνησίως φθίνουσα και συνεχή. Αν ( )f 0 0= ,  

( )f 0 0′ >  και  για κάθε [ ]x 0,1∈  είναι  ( )f x 0≥  και ( )f x 0′ ≠  να αποδείξετε ότι: 

 α) Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο [ ]0 , 1 .  

 β) Η εξίσωση ( ) ( )f x f 1′ =  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ( )0 , 1 .  

 γ) 
( )

( )
( )

1

2
0

f 1dx
f 1f x 1

<
′+∫  

 
Λύση 
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α)  H  f ′   είναι συνεχής  και ( )f x 0′ ≠  για κάθε [ ]x 0 ,1∈ , άρα  η ( )f x′  διατηρεί  σταθερό πρόσηµο.     
 

     Επειδή ( )f 0 0′ >  συµπεραίνουµε ότι ( )f x 0′ >  για κάθε [ ]x 0 ,1∈ , άρα f γνησίως αύξουσα στο [ ]0,1 .  
 
β)  Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο [ ]0 ,1 , άρα ισχύει  Θ.Μ.Τ. οπότε θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )ξ 0,1∈        

     τέτοιο, ώστε  ( ) ( ) ( ) ( )f 1 f 0
f ξ f 1

1
−

′ = =     (1).   

     Άρα  η  εξίσωση ( ) ( )f x f 1′ =  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ( )0,1 . 
 

γ)  Για ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
f 1 0f : (1) f 1

ξ 1 f ξ f 1 f 1 f 1 1
f 1

′ >′ ↓

′ ′ ′< ⇔ > ⇔ > ⇔ >
′

 
 

     Αρκεί να αποδείξουµε ότι  
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2
0 0 0 0

dx dx 11 1dx 1 dx 0
f x 1 f x 1 f x 1

⎛ ⎞
≤ ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫   

                          

                                                 ( )
( )

( )
( )

2 21 1

2 2
0 0

f x f x
dx 0 dx 0,

f x 1 f x 1
⇔ − ≤ ⇔ ≥

+ +∫ ∫  το οποίο ισχύει. 

 
ΘΕΜΑ 28ο 
 

∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις [ )f , g: 0 , + R ,∞ →  οι οποίες για κάθε [ )x 0 , +∈ ∞  ικανοποιούν 
 

τις σχέσεις: 
 

• f (x) 0 και g(x) 0≠ ≠  
 

• 

x x

0 0

1 11 + f (t)dt = και 1 + g(t)dt =
g(x) f (x)∫ ∫  

 
Να αποδείξετε ότι : 
 

α)   f (x) > 0 και g(x) 0>     για  κάθε  [ )x∈ 0 , + ∞  
 

β)   f (x) = g(x)   για  κάθε  [ )x∈ 0 , + ∞  
 

γ)   1f (x) =
2x + 1

 για  κάθε [ )x∈ 0 , + ∞  

 
Λύση 
 
α)  Οι συναρτήσεις  f , g  είναι συνεχείς στο [ )0 , +∞  και δε µηδενίζονται στο διάστηµα αυτό, άρα 
       

     διατηρούν σταθερό πρόσηµο.  Για  x = 0  έχουµε  f(0) g(0) = 1 > 0,=  άρα  f (x) > 0 και g(x)> 0  για  
 

     κάθε [ )x 0 , + .∈ ∞  

β)  Οι συναρτήσεις  f , g  είναι συνεχείς στο [ )0 , +∞ ,   άρα οι συναρτήσεις   
x x

0 0

f (t)dt και g(t)dt∫ ∫  

     ορίζονται και είναι παραγωγίσιµες στο [ )0 , + .∞  Η συνάρτηση  

x

0

1 f (t)dt+ ∫  είναι παραγωγίσιµη 
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     στο [ )0 , +∞ , άρα και η συνάρτηση 1
g(x)

 είναι παραγωγίσιµη στο [ )0 , +∞ , αφού από υπόθεση είναι 
 

     g(x) > 0  για κάθε [ )x 0 ,+∈ ∞ , άρα και η συνάρτηση 1g(x) 1
g(x)

=  είναι παραγωγίσιµη στο [ )0 , + .∞  

 

     Οµοίως και η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο [ )0 , + .∞  
 
     Για κάθε [ )x 0 ,+∈ ∞  έχουµε : 
 

                        

x

2

0

1 g΄(x) g (́x)1 f (t)dt f (x) = f (x)g(x) (1)
g(x) g (x) g(x)

΄ ΄
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ = ⇔ − ⇔ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

                        

x

2

0

1 f (́x) f (́x)1 g(t)dt g(x) = f (x)g(x) (2)
f (x) f (x) f (x)

΄ ΄
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ = ⇔ − ⇔ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  

     Από (1) και (2) έχουµε : 
 

                        ( ) ( )f΄(x) g΄(x) lnf (x) ln (x) lnf (x) lng(x) + c ,
f (x) g(x)

g΄ ΄= ⇔ = =⇔ [ )x 0 ,+∈ ∞   (3). 
 

     Για  x = 0  από τις αρχικές σχέσεις έχουµε ότι  f (0) =g(0) = 1 και από τη σχέση  (3) έχουµε ότι c=0. 
 

     Άρα  lnf (x) lng(x) f (x) g(x) ,= ⇔ = [ )x 0 ,+∈ ∞   (4) . 

     γ)  Είναι   

x x
(4)

0 0

1 11 f (t)dt 1 f (t)dt ,
g(x) f (x)

+ = ⇔ + =∫ ∫ οπότε παραγωγίζοντας και τα δύο µέλη έχουµε  

                          

         ( )
2 2

3 2
2

f΄(x) f (x) f (x)f (x) f (x)f (́x) = 1 x = x + c f (x) = 2x 2c     (5)
f (x) 2 2

΄΄
− −

− −⎛ ⎞
= − ⇔ − ⇔ = − ⇔ − ⇔ −⎜ ⎟− −⎝ ⎠  

          Για  x = 0   έχουµε  11 = 2c c = ,
2

− ⇔ −  οπότε         
                                                                

         
f (x)>0 f (x)>0

2 2
2

1 1 1f (x) = 2x 1 2x 1 f (x) f (x) , x 0.
f (x) 2x 1 2x 1

− + ⇔ = + ⇔ = ⇔ = ≥
+ +

 

 

ΘΕΜΑ 29o 
 

Έστω f : R R→  συνεχής συνάρτηση µε  ( ) ( )
x

0
f x = f x + t dt∫  για κάθε x R∈ . 

Αν  F  είναι µια αρχική συνάρτηση της  f  στο R ,  να αποδείξετε ότι: 

 α) ( ) ( ) ( )F x F 2x - F x′ =   για  κάθε x R∈ . 

 β) Για  κάθε  κ < 0 ,  υπάρχει ( )2 ,κξ ∈ κ κ  έτσι,  ώστε ( ) ( )F F 0.κ′ ′κ ξ ≤  

 γ)  Η  εξίσωση  ( )f x 0=   έχει  άπειρες  λύσεις  στο ( ),0−∞ . 
 

Λύση 
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α)  Θέτουµε   u x t= + ,  άρα  du = dt .     
 

      Για  t 0=   είναι  1u x=   και  για  t x=  είναι  2u 2x= .  Εποµένως έχουµε   
 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x 2x 2x 2x

x0 x x
f x f x t dt f u du F u du F u F(2x) F(x)΄= + = = = = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

        

      Επειδή η  F  είναι µια αρχική της  f  στο ,  έχουµε   
 

                                         ( ) ( ) ( )F x F 2x F x′ = −   για  κάθε x∈ .     (1) 

β)  Για κάθε  κ < 0  θεωρούµε  το  διάστηµα  [ ]2 ,κ κ  

• Η  F είναι συνεχής στο  [ ]2 ,κ κ , ως παράγουσα της  f   στο   

• Η  F είναι παραγωγίσιµη στο ( )2 ,κ κ  µε ( ) ( )F x f x′ = .  

  Εποµένως σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )2 ,κξ ∈ κ κ  τέτοιο,  ώστε      

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1)F F 2 F 2 F F
F

2κ

′κ − κ κ − κ κ
′ ξ = = =

κ − κ κ κ
  

     Όµως  κ < 0,  άρα  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2F 1F F F F 0κ

′ κ
′ ′ ′ ′ξ κ = κ = κ ≤

κ κ
  

 

           ( Η ισότητα ισχύει όταν ( )F 0′ κ = , δηλαδή ( ) ( )F κ = F 2κ ,  οπότε  ( )F 0κ′ ξ = ). 
 
γ)  Από το  (β) ερώτηµα προκύπτει ότι για κάθε  κ < 0 έχουµε ( ) ( )f f 0κξ κ ≤  γιατί  ( ) ( )F x f x′ =   
 

     για  κάθε  x∈ .  Εποµένως : 
 

• Η  f  είναι συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής [ ],κξ κ  

• ( ) ( )f f 0κξ κ ≤  

      Άρα  i)  αν  ( ) ( )f f 0κξ ⋅ κ <  τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα του Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  

                    ( )1x ,κ∈ ξ κ  τέτοιο,  ώστε  ( )1f x 0=  

               ii)  αν  ( ) ( ) ( )f f 0 f 0κ κξ ⋅ κ = ⇔ ξ =  ή ( )f 0,κ =  δηλαδή  1x κ= ξ   ή   1x = κ .  Εποµένως  
 

       η εξίσωση  ( )f x = 0  έχει µια τουλάχιστον ρίζα σε κάθε διάστηµα της µορφής  [ ],κξ κ . Άρα   
 

       υπάρχουν άπειρες ρίζες της ( )f x 0=  στο ( ),0−∞ .   
  
Θέµα 30o 
∆ίνεται  η  συνάρτηση  

x

2 2

1F(x) dt
t 1

=
−

∫  
 

Α. 1) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της  F  και να αποδείξετε ότι η  F  είναι κοίλη. 
 

 2) Αν 1 α β< ≤  να αποδείξετε ότι: 
α β α β

2
2 2 22 2 2

2 dt dtdt
t 1 t 1 t 1

+

≥ +
+ − −

∫ ∫ ∫  

Β. 1) Να αποδείξετε ότι:  (i) 
2x 1F ln x c
2x

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, για  κάθε x > 1,  όπου c∈  σταθερά 

 (ii) 2F(x) ln(x x 1) c= + − + , για κάθε x > 1. 
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2) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 
2

1f (x)
x 1

=
−

 και τις ευθείες x 3=  και x 5= . 

 
Λύση 

Α. 1) Η συνάρτηση 
2

1f (t)
t 1

=
−

 είναι συνεχής στο ( , 1) (1, )−∞ − ∪ +∞  και επειδή 2 (1, )∈ +∞  η F έχει  
 

         πεδίο ορισµού το διάστηµα (1 , ).+∞   

        Για κάθε x (1, )∈ +∞  έχουµε 
2

1F (x)
x 1

′ =
−

 και 
( )2 2

xF (x) 0,
x 1 x 1

′′ = − <
− −

 για κάθε x (1, )∈ +∞  

         Άρα  η  F  είναι  κοίλη  στο (1 , ).+ ∞  
 

2) Για α = β  η  ανισοταυτότητα  ισχύει  ως  ισότητα. 

          Αν  α < β  από  Θ.Μ.Τ.  για την  F  σε  καθένα  από  τα  διαστήµατα: α β α βα , , , β
2 2
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

          Εποµένως  θα υπάρχει :  1
α βξ α,

2
+⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 τέτοιο , ώστε  

( )
1

α βF F α
2F (ξ ) 1 (β α)

2

+⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =

−
 (1)    και 

                                                  2
α βξ ,β

2
+⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 τέτοιο , ώστε  

( )
2

α βF β F
2F (ξ ) 1 (β α)

2

+⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠′ =
−

    (2) 

          Όµως  η  F΄   (1, )+∞ ,  οπότε  για  1 2 1 2ξ ξ F (ξ ) F (ξ )′ ′< ⇔ >  και  από  (1) , (2) προκύπτει:  
 

                               ( ) ( ) ( ) ( )α β α β α βF F α F β F 2F F α F β
2 2 2
+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− > − ⇔ > + ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

                                              
α β α β

2
2 2 2 2 2 2

2 dt dtdt
t 1 t 1 t 1

+

⇔ > +
− − −

∫ ∫ ∫  
 

         Σε κάθε περίπτωση λοιπόν ισχύει  
α β α β

2
2 2 2 2 2 2

2 dt dtdt
t 1 t 1 t 1

+

≥ +
− − −

∫ ∫ ∫  

 

Β. 1) Για κάθε x (1, )∈ +∞  έχουµε: 
2 2 2x 1 x 1 x 1F F
2x 2x 2x

′ ′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +′= ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2

222

1 x 1
2xx 1 1

2x

−
⋅ =

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

         
( )

2 2

2 2 222

1 x 1 2x x 1 1 (ln x)
2x x 1 2x xx 1

2x

− − ′= ⋅ = ⋅ = =
−−

.  Έχουµε 
2x 1F (ln x)
2x

′⎡ ⎤⎛ ⎞+ ′=⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

, x (1, )∈ +∞  

          

         Άρα  
2x 1F ln x c
2x

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (3) 

 

     2)  Θέτουµε 
2 x 1

2x 1 y x 2yx 1 0
2x

>+
= ⇔ − + = ⇔  2x y y 1= + − ,   y > 1     (4) 
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          Είναι  
2 (x 1)

2 2x 1y 1 1 x 1 2x (x 1) 0
2x

>+
> ⇔ > ⇔ + > ⇔ − >  που ισχύει. 

 

          Η   ( )(4)
2(3) F(y) ln y y 1 c, y 1⇔ = + − + > .  Άρα  ( )2F(x) ln x x 1 c= + − + ,   x > 1. 

 

3) Είναι   ( ) ( )5 5 3

3 2 2 2 2 2

1 1 1E dt dt dt F 5 F 3
t 1 t 1 t 1

= = − = − =
− − −

∫ ∫ ∫  
           

                          ( ) ( ) 2 + 5= ln 2 + 5 ln 2 + 3 = ln τ.µ
2 + 3

–    

ΘΕΜΑ 31ο   
 

Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη στο  τέτοια, ώστε ( ) ( )3 5f x 3f x x x 1+ = + +   (1)  
 για  κάθε x∈ . 
 

Να αποδείξετε ότι :  
 

α)  Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο . 
 

β)  Η εξίσωση ( )f x 0=  έχει µοναδική ρίζα ( )0,1ρ −∈ . 
 

γ)  Η  f  αντιστρέφεται. 
 

δ)  To σηµείο 1fC)ρ,0(N −∈ . 
 

ε)  Η εξίσωση ( ) ( )1f x f x−=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ( )0,1 . 
 

Υπόδειξη  
 

Θεωρείται γνωστό ότι:   
 

αν  f   στο Α,  τότε  ( )f x = ( ) ( )1f x f x x,− ⇔ =  ( )x B A f A∈ = ∩  
Λύση 
 

α) Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  άρα και η 3f  είναι παραγωγίσιµη στο . Επίσης η 
    

     συνάρτηση  5x x 1+ +  είναι παραγωγίσιµη στο  ως πολυωνυµική. 
 
 

    Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη της (1) και έχουµε: 
 

( ) ( ) ( )2 43f x f ' x 3f ' x 5x 1+ = + ⇔  
 

                                                    ( )( ) ( )2 43 f x 1 f ' x 5x 1+ = + ⇔  
 

                                                    ( )
( )( )
4

2

5x 1f ' x 0
3 f x 1

+
= >

+
 ,  x∈  

 

     οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο . 
 
β)  Για κάθε x∈  έχουµε :  

                                ( ) ( )( ) ( ) ( )
5

2 5
2

x x 1f x f x 3 x x 1 f x
f x 3

+ +
+ = + + ⇒ =

+
   (2) 

     Είναι  ( ) ( )2

1f 0 0
f 0 3

= >
+

   και   ( ) ( )2

1f 1 0
f 1 3

−
− = <

− +
. Παρατηρούµε λοιπόν ότι 

 

     η  f  είναι συνεχής στο  [ ]1,0−   και  ( ) ( )f 1 f 0 0.− <  Ισχύει λοιπόν  το  Θ. Bolzano, 
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     οπότε η εξίσωση  ( )f x 0=  έχει µια ρίζα στο ( )1, 0−  και µάλιστα µοναδική, αφού 
 

     η  f   είναι γνησίως αύξουσα. 
 
γ)  Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε είναι και "1 - 1",  άρα αντιστρέφεται. 
 

δ)  Αφού  ρ  ρίζα της ( )f x 0=  ισχύει ( )f ρ 0= ⇔ fC)0,ρ(Μ ∈ ⇔ 1fC)ρ,0(N −∈ . 
 

ε)  Η  f  είναι  στο , άρα ισχύει η ισοδυναµία ( ) ( ) ( )1f x f x f x x.−= ⇔ =  
 

     Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η εξίσωση ( )f x x=  έχει  µια  τουλάχιστον ρίζα  
 

     στο διάστηµα ( )0 ,1 .  
Για  κάθε x∈  είναι: 
 

( ) ( )3 5f x 3f x x x 1+ = + +  ⇔  
 

( ) ( )3 3 5 3f x x 3f x 3x x x 1 x 3x− + − = + + − − ⇔   
 

     ( ) ( ) ( )2 2 5 3f x x f x xf x x 3 x x 2x 1⎡ ⎤⎡ − ⎤ ⋅ + + + = − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦      (2) 
 

Είναι γνωστό ότι 0ββαα 22 ≥++  για κάθε α , β∈ .  
 

Άρα για κάθε x∈  έχουµε  33x)x(fx)x(f0xx)(fx)x(f 2222 ≥+++⇔≥++ . 
 

Αρκεί λοιπόν η συνάρτηση ( ) 5 3g x x x 2x 1= − − + , x∈ , να έχει ρίζα στο ( )0 ,1 . 
 

Παρατηρούµε ότι 
 

• Η  g  είναι συνεχής στο [ ]0 ,1 .  
 

• ( ) ( ) ( )g 0 g 1 1 1 0= ⋅ − < . 
 

Ισχύει λοιπόν το  Θ. Bolzano, οπότε η ( )g x 0=  έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο ( )0,1 .  

 
Θέµα 32o 

∆ίνεται  η  συνάρτηση ( ) ( ) α x1f x = x +α e ,x R και α > 0
α

− ∈   

α) Να βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της f. 

β) Να µελετήσετε την  f  ως προς τη µονοτονία, τα ακρότατα  και τα σηµεία καµπής. 

γ) Να δείξετε ότι για κάθε α>0  οι γραφικές παραστάσεις των f και f΄ έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο. 

δ) Η ευθεία x=1 ορίζει µε τις γραφικές παραστάσεις των f  και f΄ ένα ευθύγραµµο τµήµα. Να βρείτε  

    την τιµή του α , ώστε το τµήµα αυτό να έχει το µικρότερο δυνατό µήκος. 

ε) Η γραφική παράσταση της  f  για  α=1,  ο άξονας x΄x  και η ευθεία x = λ  µε –λ > 1  ορίζουν ένα   

    χωρίο  µε  εµβαδόν  Ε(λ).  Να βρείτε το  Ε(λ)  και στη συνέχεια να υπολογίσετε το  ( )
→ ∞λ +
lim Ε λ .   

Λύση 
 

α)  
• Η  f  είναι συνεχής στο R, οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. 

• Επειδή ( )
x
lim f x
→−∞

= −∞  και ( )
x

f x
lim

x−∞
∞ ,  η  f  δεν έχει ασύµπτωτες στο .−∞  

Είναι ( ) x-α x-αx + x + x +
= =

1 x + α 1 1lim f x lim lim = 0
α e α e→ ∞ → ∞ → ∞

,  οπότε η ευθεία y=0, δηλαδή ο άξονας x΄x,  
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είναι οριζόντια ασύµπτωτης της γραφικής παράστασης της  f .  
Είναι ( ) ( )α x α x α x1 1 1 xf ΄ x = e x + α e = 1 e

α α α α
− − −⎛ ⎞− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και  ( ) α xx 2f ΄΄ x = +1 e

α α
−⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( )f ' x = 0 x = 1 α, f ' x < 1 α− −    και   ( ) ( )f '' x = 0 x = 2 α, f '' x > 2 α− −  

                                     

x

f΄΄( )x

f΄( )x

f(x)

1-α 2-α

 

     Εποµένως  η  f  είναι γνησίως αύξουσα και κοίλη στο ( ]-n ,1- a , γνησίως φθίνουσα και κοίλη 

      στο [ ]1 α , 2 α− − , γνησίως φθίνουσα και κυρτή στο [ )2 α , +− ∞ . Η  f  έχει µοναδικό µέγιστο  

      για  x 1= −α  το ( ) 2 11f 1 e α−− α = ⋅
α

 και  µοναδικό  σηµείο  καµπής το  Κ 2 222 , e α−⎛ ⎞−α⎜ ⎟α⎝ ⎠
 

γ)   Έχουµε  ( ) ( ) x 1 x 1f΄ x f x 1 1 x
2

= ⇔ + = − − ⇔ = −α
α α α

,  που σηµαίνει ότι οι γραφικές   
       παραστάσεις των  f   και  f ΄  έχουν  µοναδικό  κοινό σηµείο. 

δ)   Έστω  d(α)  το µήκος του τµήµατος,  τότε  11d( ) f (1) f (1) 2 e΄ α−⎛ ⎞α = − = +⎜ ⎟α⎝ ⎠
    και       

       d΄(α)= 1
2

1 1d ( ) 2 e΄ α−⎛ ⎞α = − + +⎜ ⎟α α⎝ ⎠
.  Εποµένως  d΄(α)=0

1
2

⇔ α =  και d΄(α)>0
1
2

⇔ α > .  

                                

x

f΄( )x

f(x)

½

 

                                               Άρα  για  
1
2

α =   το   d   έχει ελάχιστο µήκος. 

ε)   Ε(λ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )x 1 1 x 1 x 2 1

1
1 1 1

f x dx x 1 e dx x 1 e e dx e 2 e
λ λ λλ

− − − −λ

−
− − −

⎡ ⎤= = + = + − − − = − λ +⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 

                           

-1-2 1 2 3 4

1

2

3

-1

 
 

      και ( ) 2 2
1

2lim e lim e
eλ−λ→+∞ λ→+∞

λ +
Ε λ = − =  


